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Êàôåäðà èíôîðìàòèêè
Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñß ðàñøèðåíèå àðèôìåòèêè Ñåì¼íîâà (ω, 0, 1,
<,+, cx,Cx). Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî òåîðèß ýòîé ñèñòåìû ßâëßåòñß ðàçðå-
øèìîé, äåìîíñòðèðóß, ÷òî êàæäàß ôîðìóëà ýêâèâàëåíòíà ýêçèñòåíöè-
àëüíîé.
The article deals with the expansion of Semenov`s arithmetic (ω, 0, 1, <,
+, cx,Cx). We show, that the theory of this system is solvable, demonstra-
ting, that every formula is equivalent to an existential one.
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Ââåäåíèå. Àðèôìåòèêà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñî ñëîæåíèåì è óìíîæåíèåì íå-
ðàçðåøèìà, íî àðèôìåòèêà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ îäíèì ñëîæåíèåì ðàçðåøèìà,
êàê ïîêàçàë Ïðåñáóðãåð â 1929 ãîäó. Àëãåáðàè÷åñêàß ñèñòåìà (ω, 0, 1, <,+) àðèô-
ìåòèêà Ïðåñáóðãåðà.
Ñåì¼íîâ ðàñøèðèë àðèôìåòèêó Ïðåñáóðãåðà ôóíêöèßìè, ñîãëàñîâàííûìè ñî
ñëîæåíèåì, è äîêàçàë, ÷òî òàêàß òåîðèß ðàçðåøèìà. Ïðèìåðàìè ôóíêöèé, ñîãëà-
ñîâàííûõ ñî ñëîæåíèåì, ßâëßþòñß cx, ãäå c  êîíñòàíòà, èëè x!.
Íàø ðåçóëüòàò ßâëßåòñß îáîáùåíèåì ðåçóëüòàòîâ Ñåì¼íîâà äëß ïîêàçàòåëüíûõ
ôóíêöèé. Ìû äîáàâëßåì ê ñèñòåìå (ω, 0, 1, <,+, cx) ãèïåðýêñïîíåíòó ïî îñíîâàíèþ
c è ïîêàçûâàåì, ÷òî òåîðèß íîâîé ñèñòåìû ßâëßåòñß ðàçðåøèìîé.
1. Îïðåäåëåíèß. Äàëåå âñþäó ñòðî÷íûå ãîòè÷åñêèå áóêâû a, b, c, . . . (âîçìîæ-
íî, ñ èíäåêñàìè) áóäóò îáîçíà÷àòü öåëî÷èñëåííûå êîíñòàíòû.
Ïóñòü Th(ω, 0, 1, <,+)  îáû÷íàß àðèôìåòèêà Ïðåñáóðãåðà. Äîáàâèì â ýòó òåî-
ðèþ äâà íîâûõ îäíîìåñòíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëà.
Ïîëó÷åííóþ òåîðèþ áóäåì îáîçíà÷àòü Tc.
Çíà÷åíèåì ïåðâîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ñèìâîëà áóäåò ñòåïåíü ïî îñíîâàíèþ c:
cx, à âòîðîãî  ãèïåðýêñïîíåíòà ïî îñíîâàíèþ c, c ∈ ω, c > 1.
Îïðåäåëèì ôóíêöèþ Cx ñëåäóþùèì îáðàçîì:
C0 = 0,Cx+1 = cC
x
.
Ýòà ôóíêöèß  ãèïåðýêñïîíåíòà ïî îñíîâàíèþ c.
Çàìåòèì, ÷òî â òåîðèè Tc îïðåäåëèìû ñëåäóþùèå ñèìâîëû. Âñå íàòóðàëüíûå
÷èñëà:
x = a ⇐⇒ x = 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
a ðàç
.
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Îïðåäåëèìû ïðåäèêàòû äåëèìîñòè:
Qa(x) ⇐⇒ ∃y(y + y + · · ·+ y︸ ︷︷ ︸
a ðàç
= x)
äëß âñåõ a ∈ ω, a > 2. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òàêæå âû÷èòàíèå, êîãäà îíî èìååò
ñìûñë äëß íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
Èñïîëüçóß ïåðå÷èñëåííûå âûøå âîçìîæíîñòè, ìîæíî çàïèñàòü óìíîæåíèå íà
êîíñòàíòó:
ax = z ⇐⇒ z = x+ x+ · · ·+ x︸ ︷︷ ︸
a ðàç
è öåëî÷èñëåííîå äåëåíèå íà êîíñòàíòó:[x
a
]
= z ⇐⇒ az 6 x ∧ a(z + 1) > x.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì âûðàçèòü öåëóþ ÷àñòü îò óìíîæåíèß íà ëþáîå ðàöèî-
íàëüíîå ÷èñëî.
Òàêæå îïðåäåëèìû îáðàòíûå ôóíêöèè:
[logc x] = b ⇐⇒ cb 6 x ∧ cb+1 > x,
[C−1x] = b ⇐⇒ Cb 6 x ∧ Cb+1 > x.
Äîáàâëåíèå ê òåîðèè îïðåäåëèìûõ ñèìâîëîâ íå óâåëè÷èâàåò âûðàçèòåëüíûõ
âîçìîæíîñòåé, ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ìû áóäåì âêëþ÷àòü âñå ýòè ñèìâîëû â ñîñòàâ
òåîðèè.
Â ñòàòüå [1] áûëà äîêàçàíà ñëåäóþùàß òåîðåìà.
Òåîðåìà 1. Äëß êàæäîãî íàòóðàëüíîãî p > 1 çíà÷åíèå Cx ßâëßåòñß êîíñòàíòîé
ïî ìîäóëþ p, íà÷èíàß ñ íåêîòîðîãî x.
Ïîíßòíî, ÷òî âûïîëíßåòñß ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå èç ýòîé òåîðåìû:
Ñëåäñòâèå 1. Ôîðìóëà âèäà Qi(Cx+a), ãäå a  êîíñòàíòà, ýêâèâàëåíòíà íåêî-
òîðîé áóëåâîé êîìáèíàöèè ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ äëß x.
Ìû ïðîäåìîíñòðèðóåì, ÷òî åñëè òåîðèþ Tc = Th(ω, 0, 1, <,+, cx,Cx) îáîãàòèòü
ïðåäèêàòàìè äåëèìîñòè è îáðàòíûìè ôóíêöèßìè, òî â íåé êàæäàß ôîðìóëà ýê-
âèâàëåíòà áåñêâàíòîðíîé. Ýòà áåñêâàíòîðíàß ôîðìóëà ñòðîèòñß ïî èñõîäíîé ýô-
ôåêòèâíî.
Äàëåå ïî ëþáîìó àòîìíîìó ïðåäëîæåíèþ ìû ìîæåì ýôôåêòèâíî âû÷èñëèòü
åãî èñòèííîñòíîå çíà÷åíèå, è, ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì òîæå ñàìîå ïðîäåëàòü äëß
ëþáîãî áåñêâàíòîðíîãî ïðåäëîæåíèß.
2. Ýëèìèíàöèß êâàíòîðîâ â òåîðèè Tc. Òåïåðü äîêàæåì îäíó èç ãëàâíûõ
òåîðåì î òåîðèè Tc.
Òåîðåìà 2. Â òåîðèè Tc ëþáàß ôîðìóëà ýêâèâàëåíòíà ýêçèñòåíöèàëüíîé ôîð-
ìóëå, ìàòðèöà êîòîðîé ßâëßåòñß áóëåâîé êîìáèíàöèåé ïðåäèêàòîâ äåëèìîñòè
è ñðàâíåíèé ñóìì âèäà
d+
∑
v
(avCv−fv + bvcv + cvv) (1)
ãäå a, b, c, d, f  êîíñòàíòû(ïðè÷¼ì f > 0), à v  ïåðåìåííûå èç ôîðìóëû.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íàøà çàäà÷à  ïðîäåìîíñòðèðîâàòü, ÷òî ôîðìóëà
¬(∃x1, . . . , xn)φ (2)
ýêâèâàëåíòíà ýêçèñòåíöèàëüíîé, åñëè φ  áåñêâàíòîðíàß ôîðìóëà, ïðè÷åì ïðè
ýòîì ïðåîáðàçîâàíèè ìàòðèöà ôîðìóëû íå òåðßåò íóæíîãî íàì âèäà. Áóäåì äå-
ëàòü ýòî èíäóêöèåé ïî êîëè÷åñòâó êâàíòîðîâ, ñòîßùèõ ïîñëå çíàêà îòðèöàíèß.
Èçíà÷àëüíî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî φ ßâëßåòñß êîíúþíêöèåé ïðåäèêàòîâ äåëèìîñòè
è ñðàâíåíèé ñóìì âèäà (1). Òàêæå ñ÷èòàåì, ÷òî ïîä ïðåäèêàòîì äåëèìîñòè ñòîèò
òîëüêî îäíà ôóíêöèß, çàâèñßùàß îò x. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî
x+ b, cx + c,Cx + d.
Ýòîãî ëåãêî äîáèòüñß (ñì. [2]).
Ïðåæäå âñåãî (ñì. [3]) îòìåòèì, ÷òî äåëèìîñòü ÷èñëà cu çàâèñèò îò äåëèìîñòè
u, òî åñòü Qi(cu+a) åñòü áóëåâà êîìáèíàöèß ôîðìóë âèäà Qj(u+b) äëß íåêîòîðûõ
j è b è íåêîòîðûõ ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ äëß u.
Äàëåå, ôîðìóëà Qi(Cu + a) â ñèëó òåîðåìû 1 è åå ñëåäñòâèß ýêâèâàëåíòíà
íåêîòîðîé êîìáèíàöèè ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ äëß u.
Åùå íåñêîëüêî òðèâèàëüíûõ çàìå÷àíèé:
1. Åñëè Cu1 > Cu2 , è Cu1 < cCu2 äëß íåêîòîðîé êîíñòàíòû c, òî Cu2 íå ìî-
æåò ïðåâîñõîäèòü íåêîòîðîé êîíñòàíòû d, u2 â ñâîþ î÷åðåäü íå ïðåâîñõîäèò
íåêîòîðîé êîíñòàíòû b.
2. Åñëè d1 6 d, è cd < ad1 äëß íåêîòîðîé êîíñòàíòû a, òî d1 íå ïðåâîñõîäèò
íåêîòîðîé êîíñòàíòû a1.
3. Åñëè ce 6 ae, òî e íå ìîæåò ïðåâîñõîäèòü íåêîòîðîé êîíñòàíòû b.
4. Åñëè Ce+δ 6 ae, òî e íå ìîæåò ïðåâîñõîäèòü íåêîòîðîé êîíñòàíòû b.
5. Åñëè Ce+δ 6 ace, òî e íå ìîæåò ïðåâîñõîäèòü íåêîòîðîé êîíñòàíòû b.
Òåïåðü ó íàñ ëþáàß ôîðìóëà ßâëßåòñß áóëåâîé êîìáèíàöèåé ïðåäèêàòîâ äåëè-
ìîñòè âèäà Qi(u+ a) è ñðàâíåíèé ñóìì âèäà (1).
Åñëè äëß êàêîãî-òî xi èç ôîðìóëû (1) ÷ëåí cxi è ÷ëåí Cxi íå âñòðå÷àåòñß â íåðà-
âåíñòâàõ èç φ, òî êâàíòîð äëß ýòîãî xi óäàëßåòñß òî÷íî òàê æå, êàê â àðèôìåòèêå
Ïðåñáóðãåðà (ñì., íàïðèìåð, [2]).
Òåïåðü ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëß âñåõ xi èìååòñß ÷ëåí cxi èëè ÷ëåí Cxi .
Áåç îãðàíè÷åíèß îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðåìåííûå èç (1) óïîðßäî÷åíû
ñëåäóþùèì îáðàçîì:
x1 > x2 > · · · > xn
Ñ÷èòàåì òàêæå, ÷òî ñðåäè ýòèõ ïåðåìåííûõ íåò ðàâíûõ. Òàêæå óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî
çíà÷åíèå âñåõ ïåðåìåííûõ áîëüøå 0. Âñåãî ýòîãî ìîæíî äîáèòüñß ñ ïîìîùüþ ðàñ-
ñìîòðåíèß ðàçëè÷íûõ ñëó÷àåâ è îáúåäèíåíèß èõ ñ ïîìîùüþ äèçúþíêöèè. Òàêàß
îïåðàöèß íå óâåëè÷èò êîëè÷åñòâà êâàíòîðîâ ïåðåä êàæäîé èç âíîâü ïîëó÷åííûõ
ôîðìóë.
Ïðèâåäåì êàæäîå íåðàâåíñòâî èç φ ê âèäó
rk 6 sk 6 tk, (3)
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ãäå ñóììû sk ñîäåðæàò òîëüêî ñëàãàåìûå ñ ïåðåìåííûìè xi, à ñóììû rk è tk òàêèõ
ñëàãàåìûõ íå ñîäåðæàò. Îãðàíè÷èâàþùèé ÷ëåí rk, ìîæíî ñ÷èòàòü, åñòü âñåãäà, â
êà÷åñòâå íåãî âñåãäà ìîæíî âçßòü 0. Âåðõíßß ãðàíèöà tk ìîæåò îòñóòñòâîâàòü.
Âûáåðåì â sk ìàêñèìàëüíîå ïî âåëè÷èíå èç ñëàãàåìûõ (áåç ó÷åòà êîýôôèöè-
åíòà ïåðåä íèìè). Ýòî âîçìîæíî ñäåëàòü ñ ïîìîùüþ ðàññìîòðåíèß ðàçëè÷íûõ
ñëó÷àåâ è îáúåäèíåíèß èõ ñ ïîìîùüþ äèçúþíêöèè.
Åñëè åñòü íåñêîëüêî îäèíàêîâûõ ìàêñèìàëüíûõ (íàïðèìåð, cx1 = Cx2), òî âîçü-
ìåì ëþáîå èç íèõ. Óìíîæèì ýòî ñëàãàåìîå íà êîýôôèöèåíò, êîòîðûé ñòîßë ïåðåä
íèì. Ïîëó÷åííîå ñëàãàåìîå ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå áóäåì îáîçíà÷àòü σ.
Ïóñòü s′k  îñòàòîê ñóììû sk (áåç σ). Ñëàãàåìîå σ ìîæåò èìåòü îäèí èç âèäîâ:
acx1 , èëè aCxi−f, i = 1, . . . , n, ãäå a > 1.
Âîçìîæíû äâå ñèòóàöèè:
1. σ ïî ìîäóëþ ïðåâîñõîäèò êàæäîå s′k íå ìåíåå ÷åì â äâà ðàçà,
2. σ ïî ìîäóëþ ìåíüøå 2s′k äëß íåêîòîðîãî k.
I ñëó÷àé: |σ| > 2|s′k| äëß âñåõ k.
Òîãäà äëß êàæäîãî sk èìååì îöåíêó
1
2
σ 6 sk 6
3
2
σ.
(A) Ïóñòü σ = acx1 .
Âûáåðåì rp  ìàêñèìàëüíûé èç âñåõ rk è tq  ìèíèìàëüíûé èç âñåõ tk.
Åñëè tq > 3crp (èëè åñëè âåðõíèå îãðàíè÷åíèß âîîáùå îòñóòñòâóþò), òî íà
îòðåçêå [
2rp
a
;
2crp
a
]
èìååòñß êàêîå-òî çíà÷åíèå ñòåïåíè ïî îñíîâàíèþ c: cu, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëî-
æèâ x1 = u áóäåì èìåòü
rk 6 rp 6
1
2
× acu 6 sk
è
tk > tq > 3crp =
3
2
× 2crp > 32 × ac
u > sk.
Ïîëó÷èëè, ÷òî (2) âûïîëíåíî äëß âñåõ k. È, ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëå çàìåíû x1
íà u èñòèíîñòü ôîðìóëû íå èçìåíèòñß.
Åñëè æå tq < 3crp, òî âîçìîæíû äâà ñëó÷àß:
(a) rp > a, òî ôîðìóëà (1) ýêâèâàëåíòíà òàêîé:
(∃u)(acu < rp 6 cacu ∧ ¬(∃x2, . . . , xn)
∨
x1∈{u,u+1,u+2,u+3,u+4}
φ),
ïîòîìó ÷òî ïðè x1 6 u− 1 ïîëó÷àåì
sk 6
3
2
× acx1 6 3
2
× 1
c
× acu = 3
2c
× acu < rp,
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à ïðè x1 > u+ 5 èìååì
sk >
1
2
× acx1 > 1
2
× c4 × acu+1 = c
4
2
× acu+1 > c
4
2
rp > tq,
òî åñòü è â òîì è â äðóãîì ñëó÷àå ôîðìóëà φ ëîæíà.
(b) rp 6 a, òî ôîðìóëà (1) ýêâèâàëåíòíà òàêîé:
(¬(∃x2, . . . , xn)
∨
x1∈{0,1,2,3}
φ),
ïîòîìó ÷òî ïðè x1 > 4 èìååì
sk >
1
2
× acx1 > 1
2
× ac4 = c
4
2
a > c
4
2
rp > tq,
òî åñòü â ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëà φ ëîæíà.
(B) Ïóñòü σ = aCxi−f.
Âûáåðåì rp  ìàêñèìàëüíûé èç âñåõ rk è tq  ìèíèìàëüíûé èç âñåõ tk.
Åñëè tq > 32 × ac
2rp
a (èëè åñëè âåðõíèå îãðàíè÷åíèß âîîáùå îòñóòñòâóþò), òî
íà îòðåçêå [
2rp
a
; c
2rp
a
]
èìååòñß êàêîå-òî çíà÷åíèå ãèïåðýêñïîíåíòû: Cu, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëîæèâ xi =
u+ f, áóäåì èìåòü
rk 6 rp 6
1
2
× aCu = 1
2
× σ 6 sk
è
tk > tq >
3
2
× ac 2rpa > 3
2
× aCu = 3
2
× σ > sk.
Ïîëó÷èëè, ÷òî (2) âûïîëíåíî äëß âñåõ k. È, ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëå çàìåíû xi
íà u+ f èñòèíîñòü ôîðìóëû íå èçìåíèòñß.
Åñëè æå tq 6 32 × ac
2rp
a , òî ôîðìóëà (1) ýêâèâàëåíòíà òàêîé:
(∃u)(∃u1)(∃u2)(∃u3)((u1 = u+ 1 ∧ u2 = u+ 2 ∧ u3 = u+ 3)∧
∧ aCu−f 6 rp 6 aCu1−f ∧ ¬(∃x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn)
∨
xi∈{u,u1,u2,u3}
φ),
ïîòîìó ÷òî ïðè xi 6 u− 1 ïîëó÷àåì
sk 6
3
2
× aCxi−f 6 3
2
× aCu−1−f 6 3
2
× a logc Cu−f <
3
4
× aCu−f < rp,
à ïðè xi > u3 + 1 = u+ 4 èìååì
sk >
1
2
× aCxi−f > 1
2
× aCu−f+4 = 1
2
× accc
Cu−f+1
=
=
1
2
× accc
Cu1−f
> 1
2
× accc
rp
a
>
3
2
× ac 2rpa > tq.
òî åñòü è â òîì è â äðóãîì ñëó÷àå ôîðìóëà φ ëîæíà.
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II ñëó÷àé: |σ| < 2|s′k| äëß íåêîòîðîãî k.
Âûáåðåì â sk âòîðîå ïî âåëè÷èíå èç ñëàãàåìûõ (áåç ó÷åòà êîýôôèöèåíòà ïåðåä íè-
ìè). Åñëè ìàêñèìàëüíûõ ñëàãàåìûõ áûëî íåñêîëüêî, òî áåðåì äðóãîå ìàêñèìàëü-
íîå. Óìíîæèì ýòî ñëàãàåìîå íà êîýôôèöèåíò, êîòîðûé ñòîßë ïåðåä íèì. Ïîëó÷åí-
íîå ñëàãàåìîå ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå áóäåì îáîçíà÷àòü τ . Ïóñòü c  óäâîåííàß
ñóììà ìîäóëåé âñåõ êîýôôèöèåíòîâ èç s′k, òî åñòü íåêîòîðàß êîíñòàíòà. Òîãäà
ïîëó÷àåì:
σ < cτ.
Ðàññìîòðèì âñå ñëó÷àè äëß τ è ïîêàæåì, êàê â êàæäîì èç íèõ ìîæíî óìåíü-
øèòü êîëè÷åñòâî êâàíòîðîâ â ôîðìóëå (1).
1. σ = acx1 , τ = bxj , j > 1. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àß:
(a) bxj 6 acx1 .
Èìååì:
bxj 6 acx1 < cbxj
Ïîëó÷àåì, ÷òî
xj 6 x1 è cx1 <
cb
a
× xj
è, ñîãëàñíî ñäåëàííîìó â íà÷àëå äîêàçàòåëüñòâà çàìå÷àíèþ, xj íå ïðå-
âîñõîäèò íåêîòîðóþ êîíñòàíòó.
(b) bxj > acx1 .
Èìååì:
xj 6 x1 è cx1 <
b
a
× xj
è, ñîãëàñíî ñäåëàííîìó â íà÷àëå äîêàçàòåëüñòâà çàìå÷àíèþ, xj íå ïðå-
âîñõîäèò íåêîòîðóþ êîíñòàíòó.
2. σ = acx1 , τ = bcxj , j > 1. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àß:
(a) bcxj 6 acx1 < cbcxj ,
Íî òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî x1 ìîæåò ïðèíèìàòü êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî çíà-
÷åíèé:
xj + logc
b
a
, . . . , xj + logc
cb
a
è ìîæíî âìåñòî x1 ïîäñòàâèòü ýòè çíà÷åíèß, îáúåäèíèâ ïîëó÷åííûå
ôîðìóëû äèçúþíêöèåé.
(b) cxj < acx1 < bcxj ,
Ýòîò ñëó÷àé ðàññìàòðèâàåòñß àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ (a).
3. σ = acx1 , τ = bCxj−f, j > 1. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àß:
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(a) bCxj−f 6 acx1 < cbCxj−f
Íî òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî x1 ìîæåò ïðèíèìàòü êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî çíà-
÷åíèé:
Cxj−1−f + logc
b
a
, . . . ,Cxj−1−f + logc
cb
a
è ìîæíî âìåñòî x1 ïîäñòàâèòü ýòè çíà÷åíèß, îáúåäèíèâ ïîëó÷åííûå
ôîðìóëû äèçúþíêöèåé.
(b) Cxj−f < acx1 < bCxj−f.
Ýòîò ñëó÷àé ðàññìàòðèâàåòñß àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ (a).
4. σ = aCxi−f, τ = bxj , j > 1.
Âîçìîæíû äâà ñëó÷àß:
(a) bxj 6 aCxi−f.
Èìååì:
bxj 6 aCxi−f < cbxj ,
Åñëè â êàêîì-òî sl(l 6= k) ñîäåðæèòñß ÷ëåí Cxj−e, òî ïîëó÷àåì
Cxj−e 6 Cxi−f,
aCxi−f 6 cbxj ,
Cxj−e 6 cb
a
xj ,
è, ñîãëàñíî ñäåëàííîìó â íà÷àëå äîêàçàòåëüñòâà çàìå÷àíèþ, xj íå ïðå-
âîñõîäèò íåêîòîðóþ êîíñòàíòó.
Åñëè â êàêîì-òî sl(l 6= k) ñîäåðæèòñß ÷ëåí cxj , òî ïîëó÷àåì
cxj 6 Cxi−f,
aCxi−f 6 cbxj ,
cxj 6 cb
a
xj ,
è, ñîãëàñíî ñäåëàííîìó â íà÷àëå äîêàçàòåëüñòâà çàìå÷àíèþ, xj íå ïðå-
âîñõîäèò íåêîòîðóþ êîíñòàíòó.
(b) bxj > aCxi−f. Ýòîò ñëó÷àé ðàññìàòðèâàåòñß àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ (a).
5. σ = aCxi−f, τ = bcxj , j > 1 Âîçìîæíû äâà ñëó÷àß:
(a) bcxj 6 aCxi−f < cbcxj ,
Åñëè â êàêîì-òî sl(l 6= k) ñîäåðæèòñß ÷ëåí Cxj−e, òî ïîëó÷àåì
Cxj−e 6 Cxi−f,
aCxi−f 6 cbcxj ,
Cxj−e 6 cb
a
cxj ,
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è, ñîãëàñíî ñäåëàííîìó â íà÷àëå äîêàçàòåëüñòâà çàìå÷àíèþ, xj íå ïðå-
âîñõîäèò íåêîòîðóþ êîíñòàíòó.
Åñëè æå íè â êàêîì sl íå ñîäåðæèòñß ÷ëåí Cxj−e, òî, òàê êàê Cxi−f =
cC
xi−f−1
, ïîëó÷àåì ÷òî
bcxj < acC
xi−f−1
< cbcxj .
Íî òîãäà xj ìîæåò ïðèíèìàòü ëèøü çíà÷åíèß íà îòðåçêå[
Cxi−f−1 + logc
a
cb
;Cxi−f−1 + logc
a
b
]
,
òî åñòü âìåñòî êâàíòîðà ïî xj ìîæíî íàïèñàòü äèçúþíêöèþ ôîðìóë.
(b) cxj < aCxi−f < bcxj ,
Ýòîò ñëó÷àé ðàññìàòðèâàåòñß àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ (a).
6. σ = aCxi−f, τ = bCxj−e, j > 1 Âîçìîæíû äâà ñëó÷àß:
(a) bCxj−e 6 aCxi−f < cbCxj−e,
íî, ñîãëàñíî ñäåëàííîìó â íà÷àëå äîêàçàòåëüñòâà çàìå÷àíèþ, xj íå ïðå-
âîñõîäèò íåêîòîðóþ êîíñòàíòó.
(b) Cxj−e < aCxi−f < bCxj−e,
Ýòîò ñëó÷àé ðàññìàòðèâàåòñß àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ (a).
Èòàê, ìû óáåäèëèñü, ÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå êîëè÷åñòâî ýëèìèíèðóåìûõ êâàíòîðîâ
ìîæíî óìåíüøèòü, äîáàâëßß íîâûå êâàíòîðû ñóùåñòâîâàíèß ïåðåä îòðèöàíèåì, à
âî âòîðîì  ñîêðàòèòü èõ êîëè÷åñòâî, èñïîëüçóß âìåñòî êâàíòîðîâ äèçúþíêöèþ.
Òåïåðü äîêàæåì ãëàâíóþ òåîðåìó íàøåé ðàáîòû.
Òåîðåìà 3. Â òåîðèè Tc ëþáàß ôîðìóëà ýêâèâàëåíòíà áåñêâàíòîðíîé ôîðìóëå.
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïðåäûäóùåé òåîðåìå ìû óñòàíîâèëè, ÷òî â òåîðèè Tc ëþáàß
ôîðìóëà ýêâèâàëåíòíà ýêçèñòåíöèàëüíîé ôîðìóëå. Òî åñòü íàì îñòàëîñü äîêàçàòü,
÷òî ôîðìóëà
(∃x1, . . . , xn)φ (4)
ýêâèâàëåíòíà áåñêâàíòîðíîé.
Áóäåì äîêàçûâàòü ýòî èíäóêöèåé ïî êîëè÷åñòâó êâàíòîðîâ.
Ýòî äîêàçàòåëüñòâî ïî÷òè â òî÷íîñòè ïîâòîðßåò äîêàçàòåëüñòâî ïðåäûäóùåé
òåîðåìû, ñ òåì ëèøü îòëè÷èåì, ÷òî â ñëó÷àå 1 tk è rk íå ñîäåðæàò ïåðåìåííûõ, à
òîëüêî êîíñòàíòû.
Â ñëó÷àå (A) ìû ìîæåì â êà÷åñòâå ïåðåìåííîé u âçßòü logc
rp
a − 1.
Â ñëó÷àå (B) ìû ìîæåì âìåñòî ïåðåìåííîé u ïîäñòàâèòü çíà÷åíèß C−1
rp
a − 1
èëè C−1
rp
a , âìåñòî ïåðåìåííîé u1 ïîäñòàâèòü çíà÷åíèß C−1
rp
a èëè C−1
rp
a +1, âìåñòî
ïåðåìåííîé u2 ïîäñòàâèòü çíà÷åíèß C−1
rp
a + 1 èëè C−1
rp
a + 2, âìåñòî ïåðåìåííîé
u3 ïîäñòàâèòü çíà÷åíèß C−1
rp
a +2 èëè C−1
rp
a +3, îáúåäèíèâ ïîëó÷åííûå ôîðìóëû
äèçúþíêöèåé.
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